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Проведен анализ собственных колебаний системы параллельных друг другу микро- и
нанотрубок, закрепленных горизонтально на упругой подложке. Показано, что с исполь-
зованием линейной теории оболочек из спектра частот “большой системы”, состоящей
из подложки и нанотрубок, можно выделить несколько первых собственных частот,
соответствующих изгибным колебаниям одной нанотрубки. Это позволяет оценить
ее изгибную жесткость. Полученный вывод подтверждается результатами конечно-
элементного моделирования, проведенного в рамках трехмерной теории электроупру-
гости. Представлены результаты модального анализа нанотрубок из арсенида галлия.
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Одной из ключевых проблем наномеханики является определение механических и фи-
зических характеристик нанообъектов. Как известно, нанообъекты имеют аномальные

свойства, представляющие интерес для приложений и вместе с тем не зависящие, вооб-
ще говоря, от свойств макроскопических образцов [1–5]. Один из наиболее эффективных
методов определения упругих модулей, в частности изгибной жесткости, используемых в
механике макрообъектов, основан на измерении собственных частот исследуемого объек-
та. При использовании этого метода применительно к нанообъектам возникает проблема
измерения их собственных частот. В частности, измерение частот нанообъектов затруд-
нено при использовании оптических методов [6]. Эти методы заключаются в следующем:
исследуемый объект закрепляется на рамке макроскопических размеров и возбуждается

лучом лазера; затем с помощью второго луча лазера фиксируются амплитуды колебаний
в некоторой точке объекта, сигнал преобразуется в электрический, полученная спектро-
грамма анализируется с помощью спектрометра, в результате чего определяются соб-
ственные частоты объекта. Главным, но не единственным фактором, ограничивающим
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область применимости метода, является то, что луч лазера представляет собой не точ-
ку, а пятно диаметром порядка длины волны света. Поэтому если размер исследуемого
объекта оказывается меньше диаметра луча лазера, то результаты измерений не имеют
смысла. Таким образом, используя указанные выше оптические методы, измерить часто-
ты одного нанообъекта не представляется возможным. Вместе с тем вполне реально из-
мерение собственных частот системы микроподложка — регулярная структура одинако-
вых нанообъектов. Основной проблемой, возникающей при измерении частот исследуемых
объектов, закрепленных на упругой подложке, является известное в механике перераспре-
деление собственных частот колебаний системы исследуемый объект — подложка между

собственными частотами объекта и подложки в отдельности [7].
В [8, 9] предложен метод определения собственных частот ряда наноструктур (нано-

трубок и нанокристаллов), основанный на измерении собственных частот “большой си-
стемы”, состоящей из высокоориентированного массива (решетки) одинаковых нанотру-
бок или нанокристаллов, выращенных на подложке и расположенных перпендикулярно
подложке. Примером массива нанокристаллов, исследованного в [8, 9], являются полупро-
водниковые микро- и нанокристаллы оксида цинка. Такие кристаллы, имеющие высокие
механические и физические свойства и поэтому представляющие интерес для наномехани-
ки и нанофотоники, получаются различными способами, в частности методом импульсно-
го лазерного напыления [10–12]. Как правило, размеры нанообъектов в массиве примерно
одинаковы, что позволяет использовать макроскопические размеры самого массива для

изучения свойств нанообъектов путем определения первых собственных частот системы

решетка нанотрубок (нанокристаллов) — подложка. В [8, 9] показано, что по найденному
спектру “большой системы” (решетка — подложка) и спектру подложки можно опреде-
лить собственные частоты одного нанообъекта.

Идея метода экспериментального определения нескольких первых собственных частот

нанообъектов [8, 9] заключается в следующем. Спектр собственных частот системы ре-
шетка нанотрубок (нанокристаллов) — подложка делится на две части. Одна часть спек-
тра системы соответствует спектру собственных частот нанообъектов. При колебаниях
нанообъектов с этими частотами подложка остается практически неподвижной. Другая
часть спектра системы представляет собой спектр собственных частот, близких к соб-
ственным частотам подложки без нанообъектов. При этих частотах амплитуда колебаний
нанообъектов оказывается существенно меньше амплитуды колебаний подложки. Такое
разделение спектра “большой системы” на две части, соответствующие спектрам под-
ложки и нанообъектов, возможно для первых десятков собственных частот, при бо́льших
значениях частот формы собственных колебаний имеют более сложный характер. Пере-
численные выше свойства системы решетка нанотрубок (нанокристаллов) — подложка

выявлены в результате теоретического исследования, проведенного в работах [8, 9]. На
основе теоретических данных можно предложить две модификации методики проведения

экспериментов по определению собственных частот нанообъектов.
Модификация 1. Измерить несколько первых собственных частот системы решетка

нанотрубок (нанокристаллов) — подложка. Измерить собственные частоты такой же под-
ложки без нанообъектов. Сравнить два полученных спектра. Частоты в спектре системы,
близкие к частотам подложки без нанообъектов, не представляют интереса. Частоты в

спектре системы, которым не находится соответствия среди частот в спектре подложки,
представляют собой частоты нанообъектов.
Модификация 2. Измерить резонансные частоты системы, зафиксировав электро-

магнитное излучение нанообъектов (это можно сделать, поскольку многие нанообъекты
представляют собой пьезоэлектрики). Измерить амплитуду колебаний подложки (это мож-
но сделать, поскольку подложка представляет собой макрообъект). Резонансные частоты,
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при которых амплитуда колебаний подложки равна нулю, являются собственными часто-
тами нанообъектов.

В случае вертикально расположенных нанотрубок метод [8, 9] позволяет оценить соб-
ственные частоты, соответствующие первым изгибным собственным модам нанотрубки.
По этим частотам можно определить стержневую изгибную жесткость нанотрубки. Для
определения изгибной жесткости нанопленки, из которой изготовлена нанотрубка, необхо-
димо знать собственные частоты нанотрубок, лежащих на подложке.

В работах [13–15] развиты методы получения различных нанообъектов из многослой-
ных полупроводниковых нанопленок (GaAs, InAs, GeSi и др.), в том числе нанотрубок,
расположенных горизонтально на подложке. Эффективные физические свойства таких пле-
нок существенно зависят от их строения и остаточных напряжений. Полупроводниковые
нанопленки и изготовленные из них наноструктуры представляют интерес для электрони-
ки. Дизайн таких наноструктур невозможен без учета действующих в них механических
напряжений, в значительной степени определяющих долговечность и прочность нанокон-
струкций.

Целью данной работы является распространение метода определения собственных ча-
стот нанообъектов [8, 9] на случай нанотрубок, закрепленных горизонтально.

1. Аналитическое исследование модельной задачи. Рассмотрим модель, состоя-
щую из горизонтально расположенной пластины, моделирующей подложку, и N лежащих

на ней цилиндрических оболочек, моделирующих нанообъекты (рис. 1). Пластина толщи-
ной H занимает область 0 6 x 6 L, 0 6 z 6 l. Все оболочки имеют одинаковые размеры
(длину l, радиус R и толщину h) и расположены на одинаковом расстоянии друг от друга
a = L/(N + 1), так что их оси направлены вдоль оси z. Предполагается, что оболочки
жестко прикреплены к пластине.

С использованием тензорного исчисления основные уравнения линейной теории обо-
лочек записываются в виде [16–18]

∇ · T + ρF = ρü, ∇ ·M + T× + ρL = 0,

T · a +
1

2
(M · · b)c = 4A · · ε, Mт = 4C · ·κκκ,

ε =
1

2
((∇u) · a + a · (∇u)т), κκκ = (∇ϕ) · a +

1

2
((∇u) · · c)b,

(1)

ϕ = −n× (∇u) · n, b = −∇n, c = −a× n.

Здесь T , M — тензоры усилий и моментов; T× — векторный инвариант тензора T ; ρ —
поверхностная плотность; u — вектор перемещений; ϕ — вектор поворота; ε — тензор

Рис. 1. Система нанотрубок, лежащих параллельно друг другу на подложке
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деформации растяжения-сдвига в касательной плоскости; κκκ — тензор деформации изгиба-
кручения; 4A, 4C — тензоры жесткости оболочки; n — вектор единичной нормали к по-
верхности оболочки; a — единичный тензор в касательной плоскости; ∇— поверхностный

оператор градиента.
1.1. Изгибные колебания цилиндрической оболочки. При описании кинематики обо-

лочки будем использовать цилиндрическую систему координат (r, θ, z), где r ≡ R. Как
известно, тензор жесткости оболочки на растяжение и сдвиг в касательной плоскости 4A
пропорционален толщине оболочки h, а тензор жесткости на изгиб и кручение 4C про-
порционален h3. Поэтому при h/R � 1, h/L � 1 рассматриваемую оболочку можно счи-
тать нерастяжимой. Таким образом, тензор деформации растяжения-сдвига в касательной
плоскости будем считать равным нулю:

ε = 0. (2)

При этом 4A →∞, соответствующее соотношение упругости теряет смысл, а тензор уси-
лий в касательной плоскости T · a определяется непосредственно из уравнений динамики
с учетом уравнения совместности деформаций

∆(tr (T · a))− (1 + ν)∇ · (∇ · (T · a)) = 0

(ν — коэффициент Пуассона). Тензор жесткости на изгиб и кручение 4C имеет вид

4C = D
(1 + ν

2
cc +

1− ν

2
(a2a2 + a4a4)

)
.

Здесь D — изгибная жесткость оболочки; a2 = eθeθ − ezez, a4 = eθez + ezeθ.
Векторы перемещений и поворотов представим в виде разложения по базису цилин-

дрической системы координат:

u = uθeθ + uzk + urn, ϕ = ϕθeθ + ϕzk.

Очевидно, что в отсутствие деформации растяжения-сдвига все величины, характери-
зующие напряженно-деформированное состояние оболочки, зависят только от полярного
угла θ. Кроме того, следствием (2) являются кинематические соотношения

duθ

dθ
+ ur = 0, uz = 0, ϕθ = 0, ϕz =

1

R

(
uθ −

dur

dθ

)
. (3)

В качестве основной переменной выберем перемещение по нормали к поверхности оболоч-
ки ur. Легко показать, что в отсутствие деформации растяжения-сдвига задача о свобод-
ных колебаниях оболочки (1) сводится к решению дифференциального уравнения

D

ρR4

d2

dθ2

( d2

dθ2
+ 1

)2
ur +

( d2

dθ2
− 1

)
ür = 0. (4)

Решения уравнения (4) имеют следующую структуру:

ur(θ, t) = Ur(θ) eiωt, Ur(θ) =
3∑

j=1

[
Aj sin (λjθ) + Bj cos (λjθ)

]
. (5)

Здесь Aj , Bj — произвольные постоянные; λj — корни характеристического уравнения

λ6 − 2λ4 + (1− Ω2)λ2 − Ω2 = 0,

Ω = ω
√

ρ/D R2 — безразмерная собственная частота, для определения которой необходимо
сформулировать граничные условия.
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Согласно формуле (5) функция Ur(θ) содержит шесть констант. Эти константы опре-
деляются из граничных условий, представляющих собой условия периодичности

uθ(0, t) = uθ(2π, t), ur(0, t) = ur(2π, t), ϕz(0, t) = ϕz(2π, t) (6)

и условия сопряжения оболочки с подложкой, которые формулируются ниже.
1.2. Изгибные колебания пластины. Уравнения движения пластины имеют вид

∇ · T +
N∑

n=1

Fnδ(x− na) = ρ∗ü, ∇ ·M + T× +
N∑

n=1

Lnδ(x− na) = 0, (7)

где δ(x) — дельта-функция Дирака; Fn, Ln — сила и момент, действующие на пластину
со стороны цилиндрической оболочки с номером n:

Fn = eθ · T (n)
∣∣
θ=0

, Ln = eθ ·M (n)
∣∣
θ=0

. (8)

Считая пластину нерастяжимой и пренебрегая деформацией поперечного сдвига, при-
ведем уравнения движения (7), (8) к виду

C∆∆w + ρ∗ẅ = −
N∑

n=1

(
T

(n)
θr

∣∣
θ=0

δ(x− na) + M
(n)
θz

∣∣
θ=0

δ′(x− na)
)
, (9)

где w — поперечный прогиб (перемещение в направлении оси y); C, ρ∗ — изгибная жест-
кость и поверхностная плотность пластины. Для замыкания системы уравнений дополним
ее кинематическими условиями сопряжения оболочек с пластиной

u
(n)
r

∣∣
θ=0

= −w
∣∣
x=na

, u
(n)
θ

∣∣
θ=0

= 0, ϕ
(n)
z

∣∣
θ=0

= −∂w

∂x

∣∣∣
x=na

(10)

и граничными условиями для пластины

∂2w

∂z2

∣∣∣
z=0

= 0,
∂2w

∂z2

∣∣∣
z=l

= 0,
∂3w

∂z3

∣∣∣
z=0

= 0,
∂3w

∂z3

∣∣∣
z=l

= 0 (11)

в случае свободных краев при z = 0, l и

w
∣∣
x=0

= 0, w
∣∣
x=L

= 0,
∂w

∂x

∣∣∣
x=0

= 0,
∂w

∂x

∣∣∣
x=L

= 0 (12)

в случае жесткой заделки при x = 0, L.
Поскольку рассматриваются свободные колебания системы, решение уравнения (9)

будем искать в виде

w(x, z, t) = W (x, z) eiωt . (13)

Подставляя в уравнение (9) выражение для поперечного прогиба (13) и выражения для
сил и моментов

T
(n)
θr

∣∣
θ=0

= 2Rρω2
3∑

j=1

A
(n)
j

λj(λ2
j − 1)

, M
(n)
θz

∣∣
θ=0

=
D

R2

3∑
j=1

(λ2
j − 1)B

(n)
j ,

полученные в результате интегрирования уравнений движения оболочек, имеем уравнение

C∆∆W − ρ∗ω
2W = −

N∑
n=1

3∑
j=1

( 2Rρω2

λj(λ2
j − 1)

A
(n)
j δ(x− na) +

D(λ2
j − 1)

R2
B

(n)
j δ′(x− na)

)
. (14)

Следует отметить, что любые деформации пластины, зависящие от координаты z, вы-
зывают деформации растяжения-сжатия лежащих на ней оболочек. В данной работе эти
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колебания оболочек не представляют интереса. Ниже рассматриваются движения пласти-
ны, при которых все величины, характеризующие ее напряженно-деформированное состо-
яние, зависят только от координаты x. Такие движения допускаются дифференциальным
уравнением (14) и краевыми условиями (11). Очевидно, что при выполнении условия l � L
несколько первых собственных частот колебаний пластины обусловлены деформациями,
зависящими только от координаты x. Итак, вместо уравнения (14) будем рассматривать
более простое уравнение

CW IV
x − ρ∗ω

2W = −
N∑

n=1

3∑
j=1

( 2Rρω2

λj(λ2
j − 1)

A
(n)
j δ(x− na) +

D(λ2
j − 1)

R2
B

(n)
j δ′(x− na)

)
. (15)

Для дальнейшего исследования необходимо определить константы A
(n)
j , B

(n)
j (n =

1, . . . , N). Согласно уравнениям (3), (5), (6), (10) системы уравнений для определения ука-
занных констант имеют вид

3∑
j=1

[
A

(n)
j sin (2πλj)−B

(n)
j

(
1− cos (2πλj)

)]
= 0,

3∑
j=1

B
(n)
j = −W

∣∣
x=na

,

3∑
j=1

1

λj
A

(n)
j = 0,

3∑
j=1

1

λj

[
A

(n)
j cos (2πλj)−B

(n)
j sin (2πλj)

]
= 0, (16)

3∑
j=1

λj

[
A

(n)
j

(
1− cos (2πλj)

)
+ B

(n)
j sin (2πλj)

]
= 0,

1

R

3∑
j=1

λjA
(n)
j = W ′

x

∣∣
x=na

.

Поскольку предполагается, что все цилиндрические оболочки одинаковы, определители
всех N систем (16) также одинаковы. Различаются только правые части систем (16), так
как в них входят перемещения и производные от перемещений в разных точках пластины.
Рассмотрим два случая.

1. Определитель систем (16) равен нулю. В данном случае системы уравнений (16)
имеют решения, только когда их правые части обращаются в нуль:

W
∣∣
x=na

= 0, W ′
x

∣∣
x=na

= 0. (17)

Поскольку размеры оболочек, моделирующих нанообъекты, существенно меньше размеров
пластины, моделирующей подложку, а количество оболочек достаточно велико, можно
считать, что оболочки непрерывно распределены по поверхности пластины. Тогда дис-
кретные условия (17) заменяются непрерывными условиями

W (x) ≡ 0, W ′(x) ≡ 0. (18)

Если выполнены условия (18), то пластина остается неподвижной. Частоты колебаний,
найденные из условия равенства нулю определителя систем (16), соответствуют колеба-
ниям цилиндрических оболочек, лежащих на жестком основании.

Таким образом, из спектра системы выделяется спектр собственных частот колебаний
нанообъектов. При этих частотах подложка остается неподвижной.

2. Определитель систем (16) отличен от нуля. В данном случае системы уравне-
ний (16) имеют единственные решения, структура которых такова, что все константы

A
(n)
j , B

(n)
j представляют собой линейные комбинации величин W

∣∣
x=na

, W ′
x

∣∣
x=na

. Нетрудно
показать, что
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3∑
j=1

2A
(n)
j

λj(λ2
j − 1)

= G1(Ω)W
∣∣
x=na

+ G2(Ω)RW ′
x

∣∣
x=na

,

3∑
j=1

(λ2
j − 1)B

(n)
j = G3(Ω)W

∣∣
x=na

+ G4(Ω)RW ′
x

∣∣
x=na

.

(19)

С учетом (19) уравнение (15) записывается в виде

CW IV
x − ρ∗ω

2W = −
N∑

n=1

[
ρω2

(
G1R W + G2R

2W ′
x

)
δ(x− na) +

+ D
(G3

R2
W +

G4

R
W ′

x

)
δ′(x− na)

]
. (20)

Если цилиндрических оболочек достаточно много, можно считать, что оболочки непре-
рывно распределены по поверхности пластины. Осреднив правую часть уравнения (20),
упростим математическую постановку задачи, сведя ее к уравнению

W IV
x − ND

CLR2
(G3W

′
x + G4RW ′′

x )− ω2ρ∗
C

(
W − NRρ

L ρ∗
(G1W + G2RW ′

x)
)

= 0. (21)

Если слагаемые, присутствие которых обусловлено наличием цилиндрических оболочек,
малы, то собственные частоты системы близки к собственным частотам пластины без

оболочек. Оценим порядок этих слагаемых:

ND

CLR2
G3W

′
x ∼ N

( h

H

)3(L

R

)2
W IV

x ,
ND

CLR
G4W

′′
x ∼ N

( h

H

)3 L

R
W IV

x ,

NRρ

Lρ∗
G1W ∼ N

h

H

R

L
W,

NR2ρ

Lρ∗
G2W

′
x ∼ N

h

H

(R

L

)2
W.

(22)

Оценки (22) показывают, что малость динамических слагаемых, обусловленных наличи-
ем оболочек, определяется исключительно малостью размеров оболочек по сравнению с

размерами пластины. Для того чтобы были малы обусловленные наличием оболочек сило-
вые факторы, необходимо, чтобы толщина оболочек была значительно меньше толщины
пластины, а линейные размеры пластины и оболочек различались не столь существенно.
Фактически определяющей является малость величины N(h/H)3(L/R)2.

Отметим два существенных отличия поведения системы с горизонтально расположен-
ными нанотрубками от поведения аналогичной системы с вертикально ориентированными

нанотрубками [8]. В случае вертикально ориентированных нанотрубок [8] уравнение, ана-
логичное (21), содержит только четные производные по пространственным координатам;
кроме того, при колебаниях с частотами, близкими к собственным частотам колебаний
подложки, амплитуды колебаний нанообъектов оказываются существенно меньше ампли-
туды колебаний подложки. В случае горизонтально расположенных нанотрубок это не так.
С физической точки зрения такое различие обусловлено тем, что в отличие от работы [8],
в которой предполагалось, что распределенные вертикально ориентированные нанотруб-
ки не оказывают влияния на эффективную изгибную жесткость пластины, в настоящей
работе прикрепленные горизонтально нанотрубки изменяют эффективную жесткость пла-
стины. Таким образом, при данных эффективных свойствах пластина с горизонтальными
нанотрубками является анизотропной и неоднородной.

2. Численный анализ собственных колебаний. Без сделанных выше допуще-
ний о характере деформированного состояния аналитически исследовать спектр колеба-
ний “большой системы” вряд ли возможно. В рамках трехмерной теории с помощью ме-
тода конечных элементов исследуем систему, состоящую из некоторого числа нанотрубок,
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лежащих параллельно друг другу на подложке. Поскольку рассматриваемые материалы
(GaAs, InAs, GeSi и др.) обладают пьезоэлектрическими свойствами [19, 20], в целом такая
система представляет собой составное пьезоэлектрическое тело. В приближении электро-
статики и в отсутствие массовых сил основные уравнения электроупругости имеют вид

[21–23]

ρü = ∇ · σ, ∇ ·D = 0,

σ = C · · ε− e ·E, D = e · ε + ε ·E, (23)

ε =
1

2
(∇u +∇uт), E = ∇ϕ,

где u — вектор перемещений; E — вектор напряженности электрического поля, выражен-
ный через потенциал ϕ; σ — тензор напряжений; D — вектор электрической индукции;
ε — тензор деформаций; ∇ — пространственный оператор градиента; ρ — плотность;
C — матрица жесткости; e, ε — пьезоэлектрические и диэлектрические постоянные.

Краевые условия, соответствующие уравнениям (23), ставятся следующим образом.
Пусть поверхность тела Γ состоит из двух частей: Γ = Γ1 ∪ Γ2, причем Γ1 ∩ Γ2 = ∅. На
части границы Γ1 заданы перемещения u0, на части Γ2 — нагрузки f . В этом случае

краевые условия определяются формулами

u
∣∣
Γ1

= u0, n · σ
∣∣
Γ2

= f . (24)

Механические краевые условия (24) дополняются краевыми условиями, связанными с элек-
трическими свойствами. Пусть Γ = Γ3 ∪ Γ4 (Γ3 ∩ Γ4 = ∅), причем на Γ3 задан электри-
ческий потенциал ϕ0, а на Γ4 — поверхностный заряд q. Тогда

ϕ
∣∣
Γ3

= ϕ0, n ·D
∣∣
Γ4

= q. (25)

Для анализа собственных колебаний ищется решение однородной краевой задачи

(23)–(25) (при f = 0, q = 0) в виде u = U eiωt и т. п.
При модальном анализе трехмерной системы, состоящей из пластины и лежащих на

ней параллельно друг другу нанотрубок, использован пакет программ “ANSYS”.
Проведен ряд вычислительных экспериментов для различного количества нанотрубок

(от одной до 10) и разной геометрии системы (отношение толщин подложки и нанопленки,
отношение радиуса нанотрубки к длине подложки и др.). Выполнены также расчеты при
различных условиях закрепления подложки. Все части системы моделировались трехмер-
ными анизотропными линейно-упругими телами. Для трубок использовались конечные
элементы, соответствующие пьезоупругому материалу. В расчетах использовались при-
меняемые на практике материалы подложки и нанотрубок [13–15]. Свойства материалов
взяты из [19, 20]. Расчеты показали, что независимо от характера закрепления подложки
поведение спектра “большой системы” одно и то же, т. е. параметры задачи можно по-
добрать таким образом, чтобы из общего спектра выделялись собственные частоты нано-
трубок и подложки, что является численным подтверждением результатов теоретического
анализа, проведенного выше.

Ниже приведены результаты расчетов для свободной подложки с тремя нанотрубками.
В качестве подложки рассматривался кристалл сапфира, для нанотрубок приняты физи-
ческие характеристики арсенида галлия. Геометрические параметры нанотрубок взяты

из [13, 14].
Некоторые собственные моды колебаний представлены на рис. 2–5. На рис. 6 показано

распределение собственных частот по порядку их номеров. При выбранных значениях па-
раметров задачи в рассматриваемом диапазоне находится только три моды собственных
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Рис. 2 Рис. 3

Рис. 2. Собственные моды, локализованные в нанотрубках

Рис. 3. Собственная мода, соответствующая первой изгибной моде подложки

колебаний подложки. На рис. 2 показаны собственные моды, соответствующие собствен-
ным колебаниям, локализованным в нанотрубках. Собственные частоты этих колебаний
соответствуют первой собственной частоте нанотрубки, закрепленной по части боковой
поверхности. Данные частоты соответствуют нескольким первым точкам на рис. 6. Вид-
но, что при таких модах подложка практически неподвижна, а нанотрубки испытывают
колебания, при которых их поперечное сечение принимает форму эллипса. Таким обра-
зом, эти первые частоты позволяют оценить изгибную жесткость пленки, образующей
нанотрубку.

На рис. 3 показана собственная мода колебаний нанотрубки, соответствующая пер-
вой изгибной моде колебаний подложки. В отличие от результатов, полученных в рабо-
тах [8, 9], где при таких модах вертикально закрепленные нанообъекты двигались прак-
тически как абсолютно жесткие тела, в рассматриваемом случае этой моде колебаний
соответствует деформация нанотрубок, что вполне естественно, если учесть характер за-
крепления нанотрубок и их меньшую жесткость.

Следующие моды собственных колебаний соответствуют более сложному характеру

движений. На рис. 4 показана мода, при которой подложка совершает колебания, соответ-
ствующие третьей собственной частоте, вместе с тем колебания нанотрубок соответству-
ют высокочастотным колебаниям одной нанотрубки. Эта мода соответствует последней
точке на рис. 6. Поскольку распределенные на подложке нанотрубки оказывают влияние
не только на массу системы в целом, но и на ее эффективную жесткость, при модах коле-
баний, представленных на рис. 4, не только изменяется форма колебаний, но и значения
собственных частот “большой системы” отличаются от собственных частот как подлож-
ки, так и нанотрубки. Для первых частот значения собственных частот “большой систе-
мы” удовлетворительно согласуются с соответствующими парциальными собственными
частотами подложки и одной нанотрубки.

Из результатов численного анализа также следует наличие собственных колебаний,
локализованных практически в одной нанотрубке (рис. 5). Отметим, что такие колебания
менее интересны с точки зрения детектирования их экспериментально. Бо́льший интерес
представляют локализованные моды колебаний, при которых колеблются все или боль-
шая часть нанотрубок, особенно в случае измерения возникающих в окрестности системы
электрических полей (в случае системы колеблющихся нанотрубок напряженность поля
больше). Поэтому чем больше на подложке нанотрубок, тем эффективнее предлагаемый
метод.
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Рис. 4 Рис. 5

Рис. 4. Высокочастотная собственная мода, соответствующая колебаниям под-
ложки и нанотрубок

Рис. 5. Собственная мода, локализованная в одной нанотрубке
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Рис. 6. Зависимость собственных частот “большой системы” ω от их номера n:
1 — собственные частоты, при которых наблюдаются существенные движения под-
ложки; 2 — собственные частоты, при которых подложка практически неподвижна, а
нанотрубки колеблются

Таким образом, как и в [8, 9], удалось подобрать такие геометрические параметры
“большой системы”, чтобы можно было разделить спектр на собственные частоты, обу-
словленные собственными колебаниями нанотрубок, и собственные частоты подложки.
Следует отметить, что в отличие от случая вертикального массива нанокристаллов, рас-
смотренного ранее, в данном случае собственные частоты подложки и нанотрубок сме-
шиваются в большей степени. Возможность выделения из спектра нескольких первых
собственных частот нанотрубки в большей степени зависит от геометрии системы и ее

механических характеристик. Таким образом, для данной задачи проведение компьютер-
ного моделирования позволяет оптимизировать постановку натурного эксперимента.

Результаты проведенного в данном пункте численного анализа, как и результаты п. 1,
позволяют сделать вывод, что на основе предложенных во введении модификаций можно
детектировать собственные колебания “большой системы”, состоящей из подложки и ле-
жащих на ней пьезоактивных нанотрубок.

3. Выводы. Разработан метод экспериментального определения изгибной жесткости
нанооболочек, который заключается в следующем: 1) создание колебаний нанооболочки,
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при которых деформация оболочки обусловлена только изгибом материала, а растяжение
и сдвиг отсутствуют либо пренебрежимо малы; 2) измерение первых собственных частот
колебаний нанооболочки; 3) вычисление изгибной жесткости нанооболочки по собствен-
ным частотам ее колебаний. Основная трудность реализации этого метода заключается
в измерении собственной частоты одного нанообъекта.

Предложен метод, позволяющий экспериментально определить первые собственные
частоты одной нанотрубки путем сравнения спектра собственных частот системы решет-
ка — подложка и спектра собственных частот одной подложки. Метод наиболее эффек-
тивен и обладает высокой точностью, когда первые собственные частоты нанообъектов
сравнимы с первыми собственными частотами подложки (как в рассмотренном приме-
ре). Таким образом, при использовании данного метода определяющим фактором является
удачный подбор соотношения геометрических и физических характеристик нанообъектов

и подложки.
Основным ограничением применимости предложенного метода является частотный

диапазон измерительных приборов. Если собственные частоты нанообъектов очень вы-
соки, зафиксировать их не удается. Вместе с тем следует отметить, что из одних и тех
же полупроводниковых нанопленок можно создать структуры различной конфигурации,
такие как трубки и цилиндрические спиральные оболочки [13]. Очевидно, что изгибная
жесткость таких структур будет одинакова, а собственные частоты спиральных оболочек
окажутся существенно ниже собственных частот трубок [24]. Зависимость собственных
частот спиральных оболочек от их длины такая же, как у стержней, поэтому за счет уве-
личения длины спиральных оболочек можно добиться того, чтобы их собственные частоты
оказались в области действия измерительных приборов.
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